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A� a�a����� �� ��������� ������� ��� ���� �� ��� ����� ��� ���� a 
c��c��a� ����c� �� ��� �a��a� ����c���� �� ��� ����c�, ������� ��c����� 
�� �a�-��� �� ����� a������ a�����. I� �� ����� ��a� ��� ������a���� 
�a��a��� ���� ��� ��� �� �� ����, ���� ��� �� �� ��� b� ��� �a�����-
b�� �� ����c� ���������� b� ��� ����c� �a���� (H�� ����� ���b��). T�� 
ac�����c ��� �� ����� �� ����� �� ��� �������a�� ���� �����a��� b� 
a ��� �� ���� ����c�� ����� ���� �� ����� b� C��b����� ��������a�� 
�� ��� ��c��� ����, a�� ����� a�������� �� ����� �� b� ����� b� 
�������� ������a�� �� ��� �a��a� ����c� ����. T�� a�a����� �� �����-
���� ��� ���a� ����c��, ��c� a� ������, a��, ��� H�� ����� ���b�� ���� 
��a� ���, ��� �a���� ���� ����c��. I� ���� ca��, ��� a�a����� ������ ��� 
c����-���c���� b������ ��� ������ �� ��� ac�����c ���. T�� a�a����� 
�� a������ �� ��� ���b���� �� ���a� �a��a����, �a���� ����c� �a��a���� 
a� a ����� ���b��� ��� ��� �����, a�� �� ����� ca�c���a����, a� �� ac���� 
c������ �� ����� ���� ������. I� �� ����� ��a� ��� a����ac� ����� a� ac-
c��a�� ����� ��� ��� �a��a���� ���b��� a�� �����c���� �������� ����� 
�a��� �� a ����c� ���c� �a��a��. 




A ���b��� �� �a�� a����ca����� �� ��a� �� ����� �����a��� b� c��c��a� ����c��. T���� 
��c���� ������ �� �a����� ����� ��c� a� a��c�a�� ���������� a�� �a��, ���� ���b���� a�� c������ 
�a��; ��b�a���� ������� ��c� a� �������a����; ��c�� ��c� a� a��c�a�� �������, ������a���� 
������� a�� ���a����; a�� ������b���� ����c�� ���� a��a� �������� ��c� a� ����. T���� 
�a�� b��� �������� ������� �� ��� ����� �����a���� a�� �a��a���� ���c��� �� �ac� �� ����� 
a��a� ��������� ���� �a�� ��ca���. T���� ������� ca� b� ������� ���� ����� ���c� ��a���� 
��� ���a�������� b������ ��� ac�����c ����c� a�� ��� �����ca� ���c����� ���c� ���� ���� �� 
��, ��� ��a���� ��� ���� �� L��������� a�� �� F���c� W����a�� a�� Ha������� ���c� ���a�� 
a������a��c ��a������� �� ac�����c ����c��, a�� ����� ���c� ��a���� ��� �a��a��� ��� 
�����a��� b� a ����� ����c� ������b�����, ��c� a� ������� ��� �����c���� �� ��� ��� �a��a��� 
b� ������� a�� �������a������� �� ���� a ����� ���a���� ����c� ������b��������� . 
T���� a�� a ���b�� �� a��a� ����� ����� ������, ����� �� �����a���� a�� �a��a����, ����-
�a�. O�� �� ��� �����a� a��a �� ����c� ������ca����. T���� �a�� b��� �a�� a������� �� 
������� ������� ���c� ��� ac�����c ��a��������� �� �����, �� ���a��� �� ������ ���a��, ��� 
����c� ������b����� ��������b�� ��� ��� ac�����c ���. I� ��� ca�� �� ���a���� ����c��, ���� ��-
a����� ��c���� c������ �a������� a�� ���������������, ����� a ���b�� �� ������ �a�� ��������� 
������� ��� ��� ������� ���b��� ��� �a��a���� ���� a ��c� ������a��������� . S�c� ������� 
ca� �a�� a ���b�� �� �����a�����. T�� ��� �� �� ��� ��a�-��� �a�a, ��� ��a���� ����� 
�a��� �� ����-������ �����, �� �����c� ��� �a� ac�����c ���. I� ���� ca��, ��� ����������� �� 
�� ����ac� ������a���� ab��� ����c� �������� a�� ����c������, b�� ����� �� �� ���� �� ���� 
���c� ���c����� �����a�� ��� ����c�. A ��c��� �����a����, �������, �� ��� ������ca���� �� 
��� �������� �a��� �� ��� ����c� ���� a ���� �� ����c���� �� ����� a� ����c�, ��� ��a���� ��� 
������ca���� �� ��� ����� ca���� b� �����a�� ��a���� �� a c������ �a������ . I� ���� ca��, 
��E��c�����c a������: ��������������������� 
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��� ���� b������ ��� a������a��c� a�� ��� ����c� �� a� �������a� �a�� �� ��� �������� �� ��� 
���b���. 
I� �ac� �� ��� a����ca����� �� ����c� ������ca���� ������, ��� a������ �a�� ��c������� 
��a� ��� ���b��� �� (����) ���-c����������. T��� ca� b� a����b���� �� �����ca� ca����, a�� 
�� ��� ������ a� a����ac� �� ��� ������� ����. R�c��� a�a���������� �a� ����� a ��a������ 
��� ��� ����� �� ���� ���-c����������� b� ��a�������� ��� ����c� ������a���� ���c� �� �a��a��� 
���� ��� ac�����c ��a� a�� �a� ����. A� ���c��b�� b����, �� �a� b��� ����� ��a� ��� ����c� 
ca� b� ��c������� ���� ��������a� ����� ba��� �� C��b����� ��������a��, ���� a �� ���� 
���b�� �� ���c� �a��a�� a ����c�ab�� ac�����c ���, ���� ��� �� �� b���� ��� b� ��� ����c� 
�������c�. 
A ��c��� a��a ����� ��� ������ �� �����a���� a�� �a��a���� �����a� �� ��a� �� ��� �����. 
L��������'� ac�����c a�a����� �� acc����� a� a� ��ac� ������ ��� ����� �����a���� b� ���b����c� 
a�� ����� �� ����� ������c� ��� ��� �a������ �� ��� ����c� ����, a� ��������a��� b� ���� 
��a���� ������ca� �� ��a������ . T��� ���������, �������, �� ��� ��c���� �� ����a�� c���a�� 
��a����� �� ��� �����, �� �a���c��a� ��� ��� �a��a���� �c���c� �� ��b����c ���� a�� ��� ��� 
����� ����c���� �� ��� ac�����c ���. I� �� ����� ��a� ��b����c ���� �a��a�� ���� a ��a�� 
��ac���� �� ��� ����c� ������, a ���� ����� ������� b� ��� ���� ��a�� c�a���� �� ��� �� 
���c� ��c� �� ���� �a��� ����c����� �� �����, ���� c������ �� a�������� . I� �� a��� ����� 
��a� ��� ac�����c �a� ��� �� a ��� �� �����ca���� �� ���� ��a� ��� �� ���. I� a ��c��� 
�������, ���a� ��c���������� �� ��� �a�-��� ����� a�� �� ��� �� ��� �� a Mac� 0.9 ��� 
������ ��a� 24 ����� ���� ��c���� �� ca����� 90% �� ��� ������ �� ��� ac�����c ���, 
b�� 350 ���� �������� �� ������� 50% �� ��� �� ������. C��a���, a ���� �a��� �a�� �� ��� 
��, ������� ��������c �� ����� b�, �� ��� ���� ��� �a��a�� b�� �� �� ��� �b����� �� ���� �� 
��� �� ��� �a���� �� ��� ����c� �� ������ a ������ �� �a��a���� ��c��. 
T�� �a��a���� ��c� �a� b��� ����a���� �� ����� �� ����c� ca�c���a��������� a�� b� ������� 
��� �a��a���� ���c��� a� �����a���� �� ��� � �������� �� a ��a��a� ���� ����� a �a�����b�� 
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c��������. S�c� a� a����ac� �a� b��� ���� b� F������� ��� ����� ��a� ��� �a�� �� ��� 
����c� ���c� �a��a��� �� ������ ��a� �a�� ���� ���� a���� a������� a� a�������a�� ��a��a� 
����. S� ��a���, S��a���� a�� A�a��a��� a���� a ����a� c���������� ���� �� ��c������ ��� 
�� ���� �a��a���� a�� ���-�a��a���� �a���. 
A �������� ���c� �a� a���ac��� ���a������ ������ a�������� �� ����� ������� �� ��a� �� ��� 
��c� �� �a��a� ca�c���a���� ��, a�����a������, ��� ��c� �� ��� �a��a� ����c���� �� ��� ����c�. A 
��� �� a ������� c��c��a� ����c� ���� ���� a��a� ������ a�� a��a� a�� a�� ���a� ca�c���a���� 
��c�� �a�� b��� ������� �� ��� �a������� b�� �a��a� ��c�� �a�� ��� b��� c��������� a� 
� ����a��. F�� ��a����, F�����, �� ��� �a��� �� ����� ����c�� �� ������ , �a�� �� ��� ������� 
����a���� ��a� �� �� ��� ��a�a����� �� ������ a�� ���-�a��a���� c��������� �� ��� ����c� 
a�� ��a� a�������a� ca�c���a���� �a� �cc�� ��� �� ��� �a��a� ����c���� �� ��� ����c�. E�ac�, 
��a�- a�� �a�-���, a�a����� �� a ���� ���� ����c� ���� ���� ���� ����� �� ��� ���b��� 
�� a������a� a�� �a��a� ��c�� ���c� ca� ������ ��� �������� �a�-��� a�a����� �� ����� 
���b���� ��c� a� ����� �� M�c�a����� a�� �� M�c�������� . 
T�� a�a����� �� b� ��������� b���� a������� �� ����a�� ���� �� ��� ��a����� �� ����� 
���b����. P������� ��������� �a� ����� �� ��� �� ��� ������a���� �a��a��� ���� a ���a� 
c��c��a� ����c�, �����a��� b� a ������ �� �������a�� ��� ���-c����������� �� ����c� ������ca-
���� �������. T���� �� ��� �a�� b��� ����� ������� ��c����� �� a �a�-��� a������ a����, 
�a���� ��� a����ac� ����ab�� ��� a�a����� �� �����a� ���b����. T�� ���a����� �� ���� �a��� 
c���a��� a� ��������� �� ��� ������ �� �����c���� ��c���� ��� �a��a� ����c� ����, a�� �� ����� 
���c��a� ��a������� �� ��� ac�����c ��� �� �a���� ����c��. 
T�� ��� ���������, ���c� ca� b� ������ a� a �����a���a���� �� �������� ���� �� a�����-
�����c �a��a������, ���� ���� ����a�� �a��a� ca�c���a���� ��c��, ���c� �a�� b��� ������� �� 
��� ����� ����� a �a�-��� ������a������ b�� ���, �� ��� a�����'� ���������, �� ��� ��a� ���. 
I� ���� b� ����� ��a� ��� a ����� a�� ���a� �����, �a�� ������� ����c�� �a��a�� ������ca� 






FIG. 1. C������a�� ������ ��� ���� �a��a���� ca�c��a����� 
���-c����������� �� ������ca���� ������� a�� a��� ����� a �����b�� a����ac� �� ��� �������-
���� �� c������ ������� b� ����������� a c�a�� �� ����c�� ���c� ca� ���� ���� �� ��ac��ca��� 
������ca� ac�����c ����. 
T�� ��c��� ���������, �� �����c���� ��� c����-���c���� b������ ��� ac�����c ��������� 
�a��a��� b� a �a���� ����c� �� a�b���a�� ������ �� ��� ��a� a��/�� �a� ���, �� a� ��������� 
�� a� �a����� ����-����c� ����� ��� �a��a���� ���� �a���� ����c�� c�a�ac�������c �� ������ . I� 
���� ca��, �� ���� b� ����� ��a� ��� c����-���c���� ������� �� ���� c����a���, ���c����� �� 
�b������ �a��a� ���a�a����, ���c� a�� �������� ������a�� �� ��� ����c� c����-���c����. 
T�� ������� �� b� ��������� a���� ���� ��� ������� ��ac� �������� ��� �a��a���� ���� 
c��c��a� ����c���������� ���c� a�� c��b���� �� ���� a ������a���� ��� ��� ������a���� �� ��� 
ac�����c ��� �� ����� �� �a��a���� ���c����� a�� �������� ������a�� �� ��� ����c� ����. T�� 
� ���ca����� �� ��� ������� a�� ���c����� �� ����� �� ��� ������a���� c������ �� ��� ac�����c 
��� a�� ���� ���a�� �� ���� �� ��� ��a�������� ������� ���� �� ����� ����� ����c��. 
��� ����� ���� ������ 
T�� ���b��� �� �����a��� ������a��� a� ��a� �� ca�c��a���� ��� ac�����c ��� �a��a��� b� 
a �������� ����c� ������b���� ���� a c��c��a� ����. T�� ������ ��� ��� a�a����� �� ����� �� 
F����� 1 ���� c�������ca� c������a��� (r, θ, z) ��� ��� �b������ a�� (a, ψ, 0) ��� ��� ����c�. A�� 







FIG. 2. T�a������a���� �� �����a���� ���� ����c� 
ac�����c ����c�, ���c��� a� sn(a) exp j[nψ − ωt], �� ����� a� a� a�b���a�� �������� (r, θ, z) b� 
pn(k, r, z) exp j[nθ − ωt], ����� pn �� ��� Ra������ ������a������ : � 1 � 2π ej(kR�+nψ) 




r 2 + a 2 − 2ra cos ψ + z 2 �1/2 , 
����� k �� ���-�� ������a� �a�����b�� (H�� ����� ���b��). 
�� ���������� ���� ������ ��������� 
T�� a�a����� �� ��� �a���� �� ��� ����� ��� ���� a� a�b���a�� ���� ����c� �� ba��� 
�� a ��a������a���� �� ��� ���� �� a� ��ac��� �����a���� ���� ����c�, a� a����ac� ���c� �a� 
b��� ���� �� ����� ��a������ �a��a���� ���� ����������, ����� �������� a�� ����c� ������ca���� 
������������ . 
T�� ��a������a���� �� a ���� ����c� �� ����� �� F����� 2, ���c� ����� ��� ��� c������a�� 
������ (r2, θ2, z) c������ �� a �������� �� c����a�� �a���� r. U���� ���� ��a������a����: 
r+1 jkR�e





2 + z 2 
�1/2 
, 
(0) � 2π−θ21 
K(r, r2) = e
jnψ sn(a) dθ2, (3)






�� � � 




1 − r2 − r22 . (4)
2rr2 
F��c����� �� ��� ���� �� K(r, r2) �a�� b��� a�a����� �� �������� ����
� a�� ca� b� �������: 
∞
K(r, r2) = uq(r)Uq(s)(1 − s 2)1/2 , (5) 
q=0 
����� Uq(s) �� a C��b����� ��������a� �� ��� ��c��� ����, s = r2 − r a�� ��� c��c����� 
uq(r) a�� ���c����� �� r b�� ��� �� z. I�������� E��a���� 5 ���� E��a���� 2: 
∞
pn(k, r, z) = uq(r)Lq(k, r, z), (6) 
q=0 
1 jkR� 
Lq(k, r, z) = e
R� 




(r + s)2 + z 
�1/2 
. (8) 
T�� �a��a���� ���������� �� ��� ������a� �� E��a���� 7 �a�� b��� ��a����� �� ���� ���a�� 
��������������, ������ a� ��ac� ������ ��� ��� ��-��a�� ca�� z = 0: 
Lq(k, r, 0) = jq(q + 1)πejkr Jq+1(k) . (9)
k 
F�� �a��� ����� q, ��� B����� ���c���� Jq(k) �� ���������a��� ��a�� ��� k < q + 1 �� ��a� ��� 
���� ����c� ����� ���� ����� q +1 > k �����a�� ����� ���� �� ���������a��� ��a�� a��������. 
S��c� ��� ������a�� �a�� ����� �a�� �� �� ��� ��a�� z = 0, E��a���� 9 �a�� ��a� ��� ����� 
��� �� �� ���������a��� ��a�� a�������� �� q + 1 < k. T��� ����� a� ����ca���� �� ��� ��c� 
�� a ����� ����c� ������b����� �a��a��� ���� ��� ac�����c ���, ��a� �� �a�. 
I� �������� a�a�����, ��� a������ a����� �� Lq �a�� b��� ���������. O�� �� a� a����-
����c ������a �a��� �� ��� �� �� k → ∞, ������� ����� ��� ������ �� ��a����a�� ��a������� . 
T��� ���� ��� b� �������� ����, b�� �� ���� �a�� ��� �� ��� �a�-��� ���� �� E��a���� 7: 
ejkR q + 1 q + 2 Lq ≈ jqπ r + j Jq+1(k sin φ) − jJq(k sin φ) , (10)






����� R = [r2 + z2]1/2 a�� φ = cos−1 z/R. 
G���� ��� ba��c ������a���� ab��� ��� ���� �� ��� �a��a��� ���, ����� ���a��� �� ��-
�ab���� ��� ���a�������� b������ ��� �a��a� ����c���� �� ��� ����c� sn(a) a�� ��� ���� ����c� 
c��c����� uq(r). 
�� ������ ��������� ��� �������� ����� ����� 
A ��c����� ������� �������� ��� ��� ��� �a��a��� b� a ���� ����c� �� �a���� a ca� b� ���� 
�� �� a ��c��� ���������� ��� ��� ����� �a��a��� b� a ���� ����c� ���� a�b���a�� �a��a� 
�a��a����: � 2π j(kR�+nψ)e










(1) × Hn+2m+1/2(kR)Pnn +2m(cos φ)Jn+2m+1/2(ka), (11) 
���� Hν 
(1)
(x) ��� Ha���� ���c���� �� ��� ��� ���� �� ����� ν, Jν ��� B����� ���c���� �� ��� 
��� ���� a�� pmn ��� a���c�a��� L������� ���c����. T�� �b������ �������� �� ���c��� �� ��� 
������ca� ���a� c������a��� ���� �� E��a���� 10. 
M�������ca���� b� ��� �a��a� ����c� ���� asn(a) a�� ������a���� ����� a� ���������� ��� 
��� ��� �a��a��� b� a �����a� ����c� �� ���� �a���� a�� a������a� ����� n: 
π 
∞
(2n + 4m + 1)(2m − 1)!! 




(2n + 2m)!! 
(cos φ)Sn+2m,n+2m
m=0 � 1 � �1/2
(1) a 
Sn+2m(k, r, z) = sn(a)Jn+2m+1/2(ka)Hn+2m+1/2(kR) da. R0 
S������ z = 0 (φ = π/2, R = r): 
jπ 
∞
pn(k, r, 0) = AmSn+2m, (12)
4 
m=0 
1 (2n + 4m + 1)(2n + 2m − 1)!!(2m − 1)!! 
Am = , 






����� ��� �a� b��� �a�� �� ��� ������������ : 
P n (0) = 
(−1)m+n (2n + 2m − 1)!! 
. (13)n+2m 2m m! 
�� ���� ������ ���������� 
T�� ����������� ��� pn ���� ��c���� II.A a�� ��c���� II.B a�� b��� ��ac� a�� ca� b� 
���a��� �� ������ a ������ �� ���a����� ���a���� ��� c��c����� uq(r) �� ��� �������� ������a�� 











U���� ����a��� ��������a����, E��a���� 14 b�c���� a ����� ���a����a� ������ �� ����a� 
���a����� ���c� c����c�� ��� c��c����� uq(r) a�� Sn+2m: � � � �(v)j ∞ (v) ∞ jkr Jq+1(k)AmSn+2m = uq(r)jq(q + 1) e , (15)4 k 
m=0 q=0 
����� ������c���� (v) ������� ��� v�� �a���a� �����a���� ���� �����c� �� k, ��a��a��� a� k = 0. 
U���� ��a��a�� ��������, ��� �����c�� �� ���c�a� ���c����� ca� b� �������: 







2q+1 4ss!(s + q + 1)!(t − 2s)!
s=0 
����� [t/2] �� ��� �a����� ������� ���� ��a� �� ���a� �� t/2, a�� � ∞ � �t� a �1/2 (1) r �2n+1 � k2t+2n+1 r2 
r











���� ��� ��������a�� Vn,t a�� Wn,t ����� b�: 
t 2s+n+1� t x
Vn,t(x) = , (18a) 
s Γ(n + s + 3/2)Γ(t − s + n + 3/2)
s=0 
t 2s+n+1� t x
Wn,t(x) = . (18b) 
s Γ(n + s + 3/2)Γ(t − s − n + 1/2)
s=0 
10 
G���� ��� ����� ������, ��� �����a����� a� k = 0 a�� ��a���� �����: ⎧ � � ⎨⎪
jq 
∂v jkr Jq+1(k) 0, v < q; e = ⎪∂kv k k=0 ⎩ jvv!Ev−q,q(r), v ≥ q. 
(19a) 
∂v � (1) � 
(a/r)1/2Hn+1/2(kr)Jn+1/2(ka) = ∂kv k=0⎧ ⎪⎪⎪⎪⎪⎪ 0, v = 2v� + 1, v� < n; ⎨ � r �2n+1 � r2 �v�−n v! ⎪⎪⎪⎪⎪⎪ 2 
− 
4 (v� − n)! Vn,v�−n(a/r), v = 2v








Wn,v� (a/r), v = 2v
�. 
S������ v = 0, 1, . . . ������ a� ������ ����� ���a����a� ������ �� ���a����� ��� uq(r): 
EU = B, (20) 
���� U = [u0 u1 . . .]
T a�� ��� �������� �� �a���� E a�� ��c��� B ����� b�: ⎧ ⎪⎨ jv(q + 1)v!Ev−q,q(r), q ≤ v; 
Evq = (21a)⎪⎩ 0, q > v. � 1j
Bv = Tv(r, a)sn(a) da (21b)
4 0 
����� ⎧ ⎪⎪⎪⎪⎪ 0 v = 2v� + 1, v� < n + 2m; ∞ ⎨� r �v � Vn+2m,v�−n−2m(a/r)
Tv = (−1)n+v� v!
2 
Am ⎪⎪⎪⎪⎪ (v� − n − 2m)! 
v = 2v� + 1, v� ≥ n + 2m; (22) 
m=0 ⎩ − j Wn+2m,v� (a/r) v = 2v�. 
v�! 
G���� a �a��a� ����c� ���� sn(a), E��a���� 20 ca� b� ������ �� �� ��� c��c����� uq(r) �� 
��� �����a���� ���� ����c� �����. S��c� �� �� ����� ���a����a�, ��� ��� ��� �a���� �� uq ca� 
b� ����ab�� ���� a���, a������� ���-c����������� �������� acc��a�� �������� ��� a�b���a�� �a��� 
q. 
11 
�� �������� ���� 
F��� ��� ���a�������� b������ ��� �a��a� ����c� ���� a�� ��� ���� ����c� c��c�����, 
���� �����a� ���������� �� ��� ac�����c ��� ca� b� ��a���. T�� ��� ������, a���a�� ����� �� 
�������� ��������� �� ��a�, ���c� ��� ���� ����c� ����� ���� q +1 > k �����a�� ���������a��� 
��a�� ����, ��� ac�����c ��� �a� �� ���� ��a� k ������� �� �������, �� ��� ����� ��a� ��� 
�a��a��� ��� �� ����� b� a �������� ��� �� ��� ���� ��� �� �� ���� ��a� k �������a�� 
����c��. F��� E��a���� 20, ���� ������ ca� b� ��������. 
T�� ��� ��������� c���� ���� ��� �ac� ��a� B2v+1 ≡ 0, ��� v� < n, �� ��� ����� �a�� 
���� �� E��a���� 20. T��� ��a�� ��a� uq, q = 2v
� + 1, �� �������� ����� b� ��� ����� ����� 
c��c����� ���� q ≤ 2v�. T�� ������ �� ��a� ��� ac�����c ��� �� a�� ���a� ����� n, ��a����� 
����� b� ��� �a��a� ����c����, �a� �� ���� ��a� k − n ������� �� �������, ������� �� ��� 
��a� �� �a� ���. 
A ��c��� ��������� c���� ���� ��a���a���� �� E��a���� 20. T�� ��� ��� ������� �� ��� 
������ �� ���a����� a��: ⎞⎛⎞⎛⎤⎡ 





















r/2 1/4 0 0
 · · ·

. . . . . . . . . . . 0 · · · . . . . 
��������� �� ��� ��������: 
u0 = 2B0; u1 = −2ru0 = −4rB0, (24) 
�� ��a� ��� �a��� �� u0 a�� u1 �� c����a��, ��� a�b���a�� sn(a). T��� ��a�� ��a� ��� �������c� 
����c�� �� ��� �a�� �a���� a�� a�� ���a� ����� �����a�� ���� ���c� �a�� ���� b� a �ca���� 
�ac���, ���c� ��� ������ ����� ����� a�� ���������a��� ��a��. A�a��, ���� ������ ����� �� ��� 
��a� a�� �� ��� �a� ���. 
F��a���, �� �� a������ �� ����a�� a ����c� sn(a) a���c�a��� ���� a ������ ���� ����c� ����, 
b� ������� uq ≡ 1 ��� ���� q, ���� a�� ����� uq ≡ 0, �� �� ��a� ��� ���� ����� ���� �cc�� �� 
12

�a���, ���c� �� u2v� ≡ 1, u2v�+1 = 0� , b���� ��� b� ��� c�������� B2v�+1 ≡ 0, ������� ����c��� 
��� ���b�� �� ������� �� ������� ��, a�����a������, ��������� ��� c����������� �� ��� ������� 
���b���. 
�� ���������� �� �������� ������� 
A� a�����a���� a�a����� ���c� �� ������ ���� �� �a��a���� �����c���� ���� ��� �a� ��� 
a������ a����� R� ≈ R − a sin φ cos ψ, 1/R� ≈ 1/R. O� ���� a������ a����: � 1jkR e
pn ≈ (−j)n 
2R 0 
Jn(ka sin φ)sn(a)a da, (25) 
�� ��a� ��� �a��a��� ��� �� ����� b� a Ha���� ��a������ �� ��� �a��a� ����c�, ���� a �����-
���c� �� ��� ���a� a���� φ. I� ���� �����, ���� ca� a��� b� ������ a� ���� a �� �� �� ��� 
�a��a��� ������a���� a� ��, ��� ��a����, ��� ��� �� ���� ����c�� �� ����� c������c� ��c�� 
�� ��� ����������, �� a� a ��a��a� ����. T�� a����ac� �����, �������, ���� ��� ��ab����� �� 
���� ������a���� �� ��� ����c���� �� ��� ��a� ��� ���c� ����� b� �� ��� �� �������a����� 
��c� ������ ���a� ������� a� ��a�-��� �� �a�-��� c�����a������� . T�� a����ac� ��������� 
�� ���� �a��� ����� ��� �a��a��� ���, ��a� a�� �a�, a� ��� ��� �� �����c�� �� ��� ������a��. 
T�� ��� �� ����� ������a�� Lq c���a��� ���� �a��a���� ��c�� ����� ��� ��c��� uq ������� 
���� �� ��� ����c�. T�� ����c� a�� �a��a���� ����� a�� ���� `��c������', �� �������� ��� 
���b��� �� a�a������ ��� �a��a��� ���, ������� ������� �� �a�� a �a�-��� a������ a����. 
���� ������ ���� ������ 
T�� ��c��� ���b��� c��������� �� ��a� �� ��� ����� �a��a��� b� a �a���� ���� ����c�. 
T��� �� a �����a� ���b��� ��� b��a�ba�� ����� ���� ���a���� ������� a�� �� a��� a ����� 
���b��� ��� ��� �����, ��������� ��� �a���� ���� ����c� ���b��� ���c� �a� b��� ������� 
���������� �� ����� �� ��a���� ��� ��c�� �� ����c� c������c� �� ��� ������� . I� ��� ���� 




��c� �� ��� a�� ���a� ����c���� �� ��� ��� �� ��� �a�-��� �����. H���, �� ������� a ����� 
���c� ��c����� ��� �a��a� a�� a�� ���a� ����� �� a ����� ���c� �� ��ac� �� ��� ��a� a�� �a� 
����. 
T�� a���������� �a�� a�� ��a� ��� ����c� ����� a�� ��a�����ca��� ��a����a�� a�� ��a� 
��� ��a�����ca� ���������� �� ��� ����c� a�� ��������c ab��� ��� ����c� a���. I� ���� a��� b� 
a������ ��a� ��� ���-�� ������a� �a�����b�� k � 2, ���c� �� a ��a���ab�� a��������� 
��� ��� �������c� �a��� �� �a�� �� ����� ����� ��� a ��b����c ���. T�� ������ ������� �� 
a� ���������� ��� ��� c����-���c���� b������ ��� �������� a� ��� ������, ���c� ����c�� �� 
��� ����� ���c���� ���� ��� ������ c���c���. T�� ���������� �� ����� �����a� a��, ������ 
�������� ������a�, ���� ��� ������� ��a� ��� ������ b� �� ��� ac�����c �a� ��� �� ��� ����c�. 
T�� ��a����� ����� �� a� ���������� ��� ��� �������� �a��a��� ���� a ����c� ������b���� 
���� a ���� ����: � 1 � 2π 
p(r, θ, z, t) = 
f(a, ψ, t − R/c) 
a dψ da, (26)
4πR 0 0 
���� ���c� ��� c�����a���� b������ p ��a����� a� ��� ������ (r1, θ1, z1) a�� (r2, θ2, z2) ��: 
p(r1, θ1, z1, t)p(r2, θ2, z2, t + τ) = � 1 � 2π � 1 � 2π f(a1, ψ1, t − R1/c)f(a2, ψ2, t − R2/c + τ) 
a1a2 dψ1 da1 dψ2 da2. (27)
(4π)2 0 0 0 0 R1R2 
F������ ��a��������� �� �� ��� c���� ���c���� b������ ��� ������: � 1 � 2π � 1 � 2π 
W12(f) = 
1 
(4π)2 0 0 0 0 
ejk(R2−R1) 
R1R2 
F12(a1, ψ1; a2, ψ2)a1a2 dψ1 da1 dψ2 da2, 
(28) � ∞ 
f(a1, ψ1, t)f(a2, ψ2, t + τ )e
j2πfτ dτ, F12(a1, ψ1; a2, ψ2) = (29) 
−∞ 
����� F12 �� ��� c�����a���� b������ ��� ����c� a� ��� ������ (a1, ψ1) a�� (a2, ψ2). 
O� ��� a��������� �� a��a� ��������, ��� ����c� c�����a���� ca� ������ ���� �� ��� 






F������ ������ �� a�� ���: 
∞






W12(r1, θ1, z1; r2, θ2, z2) = W 
(m)





� 1 � 2π e−j(kR1+mψ1) 
W12 (r1, θ1, z1; r2, θ2, z2) = (30)(4π)2 0 0 R1�� 1 � 2π ej(kR2+mψ2) � × 
0 0 R2 
F 
(m)
(a1, a2)a2 dψ2 da2 a1 dψ1 da1.12 
T�a��������� �� ��� �����a���� ���� ����c� ����, a� ab���: � 1 � 2π j(kR2+mψ2) �1 e (m) ∞
4π 0 0 R2 
F (a1, a2)a2 dψ2 da2 = 
q2=0 
(r2, a1)Lq2 (k, r2, z2),12 uq2 
���c� ������� ��: � 1 � 1 � 2π e−j(kR1+mψ1)(m)
W12 = Lq2 (k, r2, z2) uq2 (r2, a1)a1 da1 dψ1,4π 0 0 R1 q2 
= uq1 (r1, r2)Lq2 (k, r2, z2)L∗ q1 (k, r1, z1), 
q1 q2 
����� ∗ ������� c������ c�����a����. T�� c��c����� uq1 a�� ����� b� ���a���� uq2 a� ��� 
�a��a� ����c� �� ��� (a1, ψ1) ������a�. U� �� ���� �����, ��� a�a����� �� ��ac� b�� �� �� ����� 
��� �����������, �� �������c� ��� a��������� k < 2 �� ��a� ���� ����� �� ����� 0 a�� 1 
c�����b��� �� ��� ac�����c ���. 
S������ E��a���� 20 ������: 
u0 = 2B0, 
u1 = 4(B1 − rB0), 
����: � 1 
B0 = sm(a)wm(a/r) da, �01 











2π q! 2q(2m + 2q)!! 
⎪⎨ x/2π, m = 0; 
∞
=0q⎧ 
1 (2m + 2q − 1)!!(2q − 1)!! m+2q+1 x ,

vm(x) = ⎪⎩ 0, m = 0. 
T�� ������ �� ��a� ��� m�� a�� ���a� c�������� �� ��� c����-���c���� b������ ��� ��� 
������ ��� k � 2 �� ����� b�: 
W 
(m) 
= L0(k, r2, z2) [u00L12 ∗ 0(k, r1, z1) + u01L∗ 1(k, r1, z1)] 
+ L1(k, r2, z2) [u10L∗ 0(k, r1, z1) + u11L∗ 1(k, r1, z1)] , (31) 
����� 
� 1 � 1 
(m)
u00 = 4 F12 (a1, a2)wm(a1/r1)wm(a2/r2) da1 da2, (32a) �01 �01 
(m)
u01 = 8 F12 (a1, a2)wm(a2/r2)[vm(a1) − r1wm(a1/r1)] da1 da2, (32b) �01 �01 
u10 = 8 F 
(m)
(a1, a2)wm(a1/r1)[vm(a2) − r2wm(a2/r2)] da1 da2, (32c)12 �0 1 �0 1 
(m)
u11 = 16 F12 (a1, a2)[vm(a1) − r1wm(a1/r1)][vm(a2) − r2wm(a2/r2)] da1 da2. (32�) 
0 0 
T�� ���a� c��c����� �� ��� c����-���c���� �� a ��� ����� ���, a� ��� �a�����b��� �� 
�������� �� ��ac��c�, a�� ���� ��� b� ���� c��c�����, ���c����� �� ��� �a��a� ���a�a����� r1 
a�� r2, ���c� a�� �������� ������a�� �� ��� ����c� c����-���c����. 
��� ������� 
T� c��c� ��� a�a����� ��������� ab���, a�� �� c������� ����� � ���ca�����, ���� ������� 
a�� ��������� ��� ���a� a�� �a���� ���� ����c��. 
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n = 16 
FIG. 3. L��� ����c� ���� c��c����� c������� ����� ��� ������ �� ��c���� II.C (����� �����) 
a�� ����c��� ���� a�a����ca� ������a� (���b���) ��� r = 5/4, s = aγ , γ = 0 (c��c���), γ = 2 
(���a���) a�� γ = 4 (��a�����) ��� n = 2 a�� 16. 
�� ���� ������ ��������� ���������� 
T�� ��� ������� a�� a c��c� �� ��� ca�c��a���� �� ��� c��c����� uq(r) c���a���� 
����� c������� ����� E��a���� 20 a�� ����� c������� ����c��� ���� ��ac� c�����-���� 
������������ ��� K(r, r2) �� ��� ca�� ���� ��� �a��a� ����c� ���� �� a ������a� �� �a���� 
sn = a
γ . F����� 3 c���a��� ��� ��� ���� �� c��c����� ��� γ = 0, 2, 4, ���� ��� ����� �����-
�a��� a� a �a��� �� q ����� ��� ������c� b������ ��� ��� ���� �� ������� b�c���� ����c�ab��, 
q ≈ 20. T��� ����� a� ����ca���� �� ��� ��c� �� ��� ��� c����������� �� E��a���� 20. F�� 
q � 20, ��� c������� �a���� �� uq a�� ����ab��. I� �� ���������� ��a� ��� ��a�� q, ��� c�-
�c����� a�� ��ac��ca��� ���a� ��� a�� �a���� �� γ �� ��a� ��� ��� �������c� �a��a����, ��� 
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FIG. 4. Ac�����c ��� �����c��� b� ���� ������ca� ������a���� (�����) a�� ���� ����c� ����a-
���� (���b���) ��� n = 8, r = 5/4. R�a� �a�� ����� �����, � a���a�� �a�� �a����. L��� �a�� 
����: k = 5; ����� �a�� ����: k = 9. 
�a��a��� ���� ���� b� ��ac��ca��� �������������ab��. 
�� ����� ��������� ���� � ���� 
A� a ���� �� ��� ab����� �� �����c� �a��a���� ���� ���a� ����c��, �� ������� �a�a ��� ��� 
ac�����c ��� �� a ���� ����c� ���� n = 8, sn = Jn(χn1a), ����� χn1 �� ��� ��� ���-���� ���� 
�� Jn(x). F��� ������ca� ������a���� a�� ���� ����c� ca�c��a����� �a�� b��� ��������� ��� 
��� �a�����b���, k = 5 a�� k = 9, �����c������. T�� ��� 11 ���� ����c� ����� ���� ���� 
�� �ac� ca��, ���� ��� ���a� c��c����� b���� ����� ���� E��a���� 20. Sa���� ������� a�� 
����� �� F����� 4, ���� ��� �a�a �ca��� �� ��� �a��� a� z = 0, a�� �� �� c��a� ��a� ��� ���� 
����c� ����� ����� acc��a�� �������, ���� ���� ���� a ��b��� �� ��� ����� �� ����. F��� 
�����, a�� �����, �a�a, ��� ����ab����� �� ��� ����� ��� ���a� ����c�� �� c������. 
�� ��� ��������� ������ ������ 
I� ����� �� �����a�� �a�a �� ���� ��� �a���� ���� ����c� �����, �� ���� a����� a ���� 
��� ��� ����c� c�����a����. M�c�a����� ����� a ���� ����ab�� ��� a ���� ����c� ���c� ����� 
��� �������� ������������ �a�� ��� ab���. W��� ��� a������� �� �a��a��� �a����� �����, 
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� � � � 
M�c�a���'� ���������� ca� b� ��������: 
(a1 − a2)2 1 − cos(ψ1 − ψ2)




���� α b���� a� a�� ���a� ������ �ca�� a�� β c���������� ��� c�����a���� �� �a����. E��a-
���� 33 ca� b� ����������� a� ��� �����c� �� ��� ��ca� ����c� ��������� F (a1) a�� F (a2) ���� 
a c������c� ���c����, ����� b� ��� ���������a��, ���c� �� ��������c �� ����c� �������� a�� 
�a� ���� �a��� ���� ��� ����c� ������ c���c���. 
T�� a�� ���a� c��������� �� F12 ca� b� ����� ���� �a����a��ca� �ab���
����� a�: 
(m) (a1 − a2)2 1 
F12 = F (a1)F (a2) exp − β2 exp −α2 Im(1/α
2) (34) 
����� Im �� a ������ B����� ���c����. 
F����� 5 ����� �a���� ������� ��� ��� �����c��� c���� ���c���� b������ �������� a� a 
����� r1 = 5/4, z1 = 0 a�� r2 = 5, 0 ≤ z2 ≤ 8, ��� a ���� ����c� �� ���� ��������. T�� 
�������c� ������� a�� ��� c����-���c��a ����� b� ���� ������ca� ������a���� �� E��a���� 30. 
T�� ��� c���a����� �� ���� E��a���� 31 ����� ��� ���c����� Lq �a�� b��� ��a��a��� b� 
������ca� ������a����. I� ��� ��c��� c���a�����, ��� ���c����� Lq �a�� b��� ��a��a��� 
����� ��� ��ac� ��-��a�� ������, E��a���� 9, ��� z1 = 0, a�� ��� �a�-��� a������ a����, 
E��a���� 10, ��� r2 = 5, 0 ≤ z2 ≤ 8. A�� �a�a �a�� b��� �ca��� �� ��� ������ca��� ��a��a��� 
c����-���c���� a� z2 = 0. 
T�� ��� �b����� ����� ���� F����� 5 �� ��� �� ��a���� �� ��� c����-���c��a, ���� ��� ����� 
�a��� �a��a����� �� ��� �a�a����� β: c�a����� m c�a���� ��� ���� �� ��� �a��a��� ���, a� 
����� b� ����c���, b�� c�a���� �� ��� ����c� c�����a���� �a�� ������ ��c� �� ��� �a��a��� 
���. T�� ��c��� ����� �� ��a� ��� ���� ����c� a����ac� ����� ���� ���� �������, ���� ��� 
k = 2 �����, �� ����c����, ��� a������ a���� ���� ������ ��a�� �� b��a� ����. F��a���, 
a������� c�����a����a� �c���c� �� ��� ��� ��� a�� a�  �� ��� ������, �� ���� ��a� ��� 
���� ����c� a����ac� c������� ��� ���� �� ������a� ������a�, E��a���� 30, �������� a� �ac� 
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FIG. 5. C����-���c���� W12 (z2) �ca��� �� W12 (0), r1 = 5/4, z1 = 0, r2 = 5. N�����ca� 
��a��a���� ����� a� ����� ���� (��a� �a��) a�� �a���� ���� (� a���a�� �a��); E��a���� 31 ���� 
������ca� ��a��a���� �� Lq ����� a� c��c���; E��a���� 31 ���� �a�-��� a������ a���� ����� 
a� ���a���. Pa�a������: �: k = 1, m = 0, α = 1, β = 100; �: k = 1, m = 0, α = 3, β = 0.01; 
�: k = 2, m = 1, α = 1, β = 100; � : k = 2, m = 1, α = 3, β = 0.01. 
��� �����, ���� ���� ���-�� ������a� ������a�� ���c� a�� ���c����� �� �a��a� ���a�a���� ����, 
E��a���� 32, a�� ���� ���-�� ������a� ������a�� Li, ������ a �a��� �a���� �� ca�c��a���� �� �. 
�� ����� ������������ �� �� ���������� ������ 
O�� � ���ca���� �� ��� ������� �� ���� �a��� �� ��a� �� �� ��� �����b�� �� ���� ������� 
����c�� a�a�� ��, �� ������ a �ca���� �ac���, ���� �a�� �a�� ���� ����c� c��c����� uq, ��� 
����� ���� ����c� ����� ���� q ≤ k. E��� ������� c���������� ������ ���� bac������� ����� 
�� ����� ca����, ���� �� �����a���� �� a c�������� �� �������� ������a�� �� ��� �a��a� ����c� 
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FIG. 6. Ca�c���a���� ��c�� ��� �a��a� ����c� ����� ���� n = 2, k = 1, r = 5: ��� ���� 
�a��a��� ��� ���� ������a� sn(a) (�����) a�� ������ ����c� sn(a)−ζs� (a) (�a����); b����� n
��� ����c� ����� sn(a) (�����) a�� ζs
�
n(a) �a����. 
sn. A�� ����c�� ���c� ����� ��� �a��, �� ��a��� ��� �a��, ������a�� Bv ��� v < V , ���� V a 
�������� �������, �� E��a���� 21, ���� �a�� �������������ab�� ac�����c ���� ��� k < V . 
T��� c��c������ ca� a��� b� ��a� a� a ��a������ ab��� ����� ca�c���a����, ��c� a� �� 
ac���� ����� c������. T�� ac�����c ��� �� a ����� ����c� ca� b� ca�c����� b� a�� ����c� 
���c� �a� ��� �a�� ��� �� ���� ����c� c��c�����. 
A� ��a���� �� ���� ca�c���a���� �� ����� �� F����� 6. T�� ������a� ��� �� �����a��� 
����� a ����c� ���� sn(a) a�� ��� ���� ����c� c��c����� uq �� sn a�� ca�c��a���. A ��c���a�� 
����c� ���� s� (a) �� �����a��� a�� ��� ���� ����c� c��c����� u�q a�� c�������. T�� ��c���a�� n
����c� s�n �� ���� �ca��� b� a �ac��� ζ = u0/u
�
0. A� a ����, sn = Jn(χn2a), ���� χn2 ��� ��c��� 
�������� �� Jn(x), a�� s
�
n ≡ 1. T�� ��� ���� �� F����� 6 ����� ��� ��� ��� �� sn a�� ��a� 
�a��a��� b� sn − ζs� . T�� �a��� ����c���� �� �a�-��� �����, ab��� 20dB, �� c��a� ���� ��� n
����� �a��� �� z ����� �� ��� ����. 
21 
T�� ����c� ����� a�� ����� �� ��� ��c��� ���� �� F����� 6. T�� ��c���a�� ����c� ζs�n 
�� �� ��c� ��a���� a�������� ��a� sn ���� ������ �� �����a��� a ��a���-�����a���� ���: ��� 
��c� �� �a�c���� ��� ���� ����c� c��c����� �a� b��� �� �����c� a ��� ���c� �� ���� �� ��a� 
�� ��a� �� ��� ������a� ����c�, ���� ������ ��� ����c� ������b������ a�� ����� ������� �� ���� 
a�� �� a��������. 
I� ��� a�a����� �� S�c���� II.A, �� �a� ����� ��a� ��� �a��� ���� ����c� ����� q, ��� ac�����c 
��� �� ���������a��� ��a�� ���� k < q + 1. I� ��� ������� ����� �� F����� 6, n = 2 �� ��a� 
��� ��� ���� ����c�� ���� q > 1 �� ��� ���������a��� ��a��. D������ ����, ��� ca�c���a���� �� 
����� ��c���� ���������� ��� �a� ���. I� ����� ������� ��� r ≈ 1, �.�. ��a� ��� ����c�, �� �a� 
����� ��a� ����� ca� b� ������� ����� ��� ����� ��c��a��� ��������, a������� ���� ���� �� ��� 
�a��� �� a��a� �����ac�����, ��� ����� �a� ����� ����c�� b� a �a��� a����� a�� ��� �a�� �� 
�a� ����c�� b� 20dB. 
A �������� ���c� ���� ��� b� ��a�� ���� �� ���a�� ���� �� ��� a c��������� ba��� �� ���� 
a�a����� ����� b� � ��������� ��� ���a� ����c��. G���� ��a� ��� ca�c������ ����c� ca� �a�� 
a ���� �� ��� ����, ������� ���� ��� a�������� a������� �� ���� ca�c���a���� �� ��� ��� a�� 
���, �� �� �����b�� ��a� ����� �� ��� ������� ����� b� ��ab�� a� c������ ������, a� ���� a� 
���� �a�� ��� �������� a�� ���a� ��������c� a�� ����� �������c� ca� b� a������� �� �a�c� 
��a� �� ��� ����c�. A �� ��� c��������� ����� b� a ��� �� ���a���� ������� �� a ���� �� ��� 
����c� ��a�� a������� ��� ���c��� ���� �� ��c� a c��������� �� a �a���� ��� ������ ����. 
�� ����������� 
T�� �a��a���� ���������� �� ���� ����c�� �� a�b���a�� �a��a� �a��a���� �a�� b��� a�a����� 
�� ���ab���� ��� �a�� �� ��� ����c� ���c� �a��a��� ���� ��� ac�����c ���, ������� ��c����� �� a 
�a� ��� a������ a����. L� ��� �a�� b��� ���ab������ �� ��� ���b�� �� ������� �� ������� �� 
��� �a�� �� ��� ����c� ���c� �a��a��� a�� ��� � ���ca����� �� ����� �� ��� �a�� b��� ���c����� 
��� ��� ���b���� �� ����� ����� a�� ������� �� ����c� ��c�a����� �� ����. T�� a�a����� �a� 
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b��� ��������� ��� ���a� a�� ��� �a���� ����c��, ���� � ���ca����� ��� a����ca����� �� ac���� 
c������ �� ����� ���� ������ a�� ������ ���a� a�a����� �� ��� ����� ����c��. 
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FIG. 1 C������a�� ������ ��� ���� �a��a���� ca�c��a����� . . . . . . . . . . . . . . . 6 




L��� ����c� ���� c��c����� c������� ����� ��� ������ �� ��c���� II.C (����� 
�����) a�� ����c��� ���� a�a����ca� ������a� (���b���) ��� r = 5/4, s = aγ , 
γ = 0 (c��c���), γ = 2 (���a���) a�� γ = 4 (��a�����) ��� n = 2 a�� 16. . . . 
Ac�����c ��� �����c��� b� ���� ������ca� ������a���� (�����) a�� ���� ����c� 
����a���� (���b���) ��� n = 8, r = 5/4. R�a� �a�� ����� �����, � a���a�� 
�a�� �a����. L��� �a�� ����: k = 5; ����� �a�� ����: k = 9. . . . . . . . . . 
C����-���c���� W 
(m) 
12 (z2) �ca��� �� W 
(m) 
12 (0), r1 = 5/4, z1 = 0, r2 = 5. N�-
����ca� ��a��a���� ����� a� ����� ���� (��a� �a��) a�� �a���� ���� (� a���a�� 
�a��); E��a���� 31 ���� ������ca� ��a��a���� �� Lq ����� a� c��c���; E��a-
���� 31 ���� �a�-��� a������ a���� ����� a� ���a���. Pa�a������: �: k = 1, 
17 
18 
m = 0, α = 1, β = 100; �: k = 1, m = 0, α = 3, β = 0.01; �: k = 2, m = 1, 
α = 1, β = 100; � : k = 2, m = 1, α = 3, β = 0.01. . . . . . . . . . . . . . . . 20 
FIG. 6 Ca�c���a���� ��c�� ��� �a��a� ����c� ����� ���� n = 2, k = 1, r = 5: ��� 
���� �a��a��� ��� ���� ������a� sn(a) (�����) a�� ������ ����c� sn(a) − 
ζs�n(a) (�a����); b����� ��� ����c� ����� sn(a) (�����) a�� ζs
�
n(a) �a����. . 21 
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